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Exercice 1 : (5 pts)
En utilisant les développements limités, calculer la limite de h(x) quand x tend vers 0* avec

hCx) = xe* l(e"—l)
X =71 n =)

Exercice 2 : (5 pts)
Soient a et b deux réels distincts non nuls, calculer le déterminant d’ordre 4 suivant :

a+b ab 0 0
1 a+b ab 0
0 1 a+b ab
0 0 1 a+b

(On donnera une forme simplifiee).

Exercice 3 : (5 pts)

(m 1 1)

Soitm € RetA,, € M;(R) lamatrice| 1 m 1 |.

1 1 m

Déterminer le polyndéme caractéristique de A,,, et en déduire que A4,,, est diagonalisable.
Quel est le polyndme minimal de 4,,, ?

Montrer que pour tout n € N*, on a Ay, = a,A,, + b, 1.

Calculer a,, et b,, en fonction de n et donner une expression de A%, en fonction de n.

Mo e

Exercice 4. (5 pts)

+oo e—x(1+t2)

On pose F(x) = [

0 1+t2
1. Montrer que F est définie et continue sur [0, +oo[ et déterminer lirf F(x).
X—+ 00

2. Montrer que F est dérivable sur ]0, +oo[ et déterminer sa dérivée.

3. Enintégrant F’ sur ]0, +co[, montrer que f0+°° e tdr = 1%
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Correction.
Exercice 1 : (5 pts)
En utilisant les développements limités, calculons la limite de h(x) quand x tend vers 0* avec
xe* e*—1
h(x)=ex_1—ln( )

Nous savons que e* =+ 1+ x + %xz + 0(x?). Donc xe* =y+ x + x?2 +%x3 +o(x3),e*—1=p+ x +

X

%xz + o(x?). Par conséquent
x+x2+%x3+o(x3) 1 1+x+%x2+0(x2)
h(x) = 1 —1n<1+zx+o(x)> =
x+5x% +0(x?)

1
i —1n<1+5x+0(x)>.
1 +5x+ o(x)

L’objectif étant de calculer la limite de h, on peut s’arréter 1a. Finalement

_ _ 1+x+%x2+0(x2) _ 1 1
xll)n(}+h(x)—xll)n(}+ 1+%x+0(x) —xll)n(}+ln<1+§x+o(x) —T—ln(l)—l

Exercice 2 : (5 pts)
Soient a et b deux réels distincts non nuls, calculons le déterminant d’ordre 4 suivant :

a+b ab 0 0
1 a+b ab 0
0 1 a+b ab
0 0 1 a+b
(On donnera une forme simplifiée).
atb ab 0
PosonsA; =| 1  a+b ab ,A2=|a1'b abb|.0na
0 1 a+b a+
a-{b acflf)b aOb 8 ab 0 0
=(a+b)As—|1 a+b ab |=(a+b)A;—abA,.
0 1 a+b ab 0 1 a+b
0 0 1 a+b
a+b ab 0 ab 0
As=| 1 a+b ab =(a+b)A2—|1 |:(a+b)A2—ab(a+b).D0nc
a+b
0 1 a+b
a+b ab 0 0
: ‘“{b a‘fb O | = (@+b)?a; - ab(a + b)* - aba, = [(a +b)* - ab]A, — ab(a + b?
0 0 1 a+b
A, = a-{b acfb = (a + b)* — ab. Finalement
a+b ab 0 0
: ‘“{b a‘fb O | =1(a+b)* - abl((a +b)* - ab) - ab(a + by’
0 0 1 a+b

= (a® + ab + b?)? — ab(a® + 2ab + b?)

= a* + 2a?(ab + b?) + (ab + b?)? — a®b — 2a?’b? — ab®
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=a*+2a3b + 2a®b? + a?b? + 2ab® + b* — a®b — 2a®b? — ab?
=a*+ a3b + a®b? + ab?® + b*.

Exercice 3 : (5 pts)

m 1 1
Soitm € Ret A,, € M5(R) la matrice (1 m 1).
1 1 m
1. Déterminer le polyndme caractéristique de A,,, et en déduire que A,, est diagonalisable.
Xa, (D) = det(Ay — Al3) = det(Ay_;) = (1 =k +D*(k — 1+ 2).
Le polynéme caractéristique est scindé.
Les valeurs propres de A, sont k —1 et k+ 2 de multiplicit¢t m(k—1) =2 et m(k+2) =1
respectivement.
Comme k + 2 est une racine simple de x,, alors dim(ker(4;, — (k + 2)I3) = 1 =m(k + 2).

x 1 1 1\ /x 0
(y> € ker(4y — (k — 1I3) = ker(4,) & (1 1 1) (y) = <0>
z 1 1 1/ \z 0

ox+y+z=0.

1 1 1 1
Donc ker(A4; — (k — 1)I3) = vect (—1),( 0 ) . Puisque (—1) et ( 0 ) sont non colinéaires
0 -1 0 -1

alors dim(ker(4;, — (k — 1)I3)) =2 =m(k — 1).
On conclut que A est diagonalisable.
2. Quel est le polyndbme minimal de 4,,, ?
Comme A, est diagonalisable, le polynéme minimal de Ay, est :
Prin(X) = (X = (k = D) (X — (k + 2)).
3. Montrons que pour tout n € N*, on a A}, = a,, A, + by l5.
Raisonnons par récurrence que pour tout n > 1, il existe a,, b,, deux réels tels que :
* = a,Ap + by15.
- Ay =1%xA,+0xI3donca; =1eth, =0.
- Supposons qu’il existe a,, b,, € R tels que Ay = a, Ay + b,15.
Ona
AV = ARA, = a, A2 + b,Ay.
Comme P, (Ay) = 0 alors A2 = (2k + 1)A, — (k — 1)(k + 2)I5 alors il vient que
ARt = ((2k + Day + by) Ay — (k — D (k + 2)ayl;
D’ou il existe a, 1 = 2k + )a, + b, et b,y = —(k — 1)(k + 2)a, tels que
AP = apgi A + byl
Par le principe de récurrence, pour tout entier naturel non nul n,

Z’ = anAk + bnl3.

4. Calculons a,, et b, en fonction de n et donner une expression de A}, en fonction de n.
Calculons a,, et b, en fonction de n et donnons une expression de A} en fonction de n.
De Ay = a,Ag + by, Q(X) = X™ — a,X + b, est un polyndme annulateur de A,. Le polynéme Q
admet les mémes racines (k — 1 et k + 2). Donc

{(k—l)”—an(k—1)+bn=0 L1

k+2)"—a,(k+2)+b,=0L2
k—Dk+2)"—(k—1D"(k+2

b = a (k—1)— (k-1 = k= DEL2) 3( )" (k +2)
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En faisant L2 — L1, on obtient
B k+2)"=(k—1D"

an, =

(k 1) (k+2)"— (k- 1)”(k+2)
3

En remplagant a,, dans L1, on trouve b,,

On peut donc écrire
k+2)"—(k—Dr(k T 1N eg2n420k-1)n /L 0 0
A’,’;:( )3( )1k1+( )3( )010
1 k 0 0 1

(k — 1)(k+2)" (k—1)" (k+2) (k+2)"—(k— 1)”k (k+2)"—(k—1)" (k+2)"—(k—1)"

3 3 3
(k+2)" (k=" (k—1)(k+2)"—(k—1)"(k+2)+(k+2)"—(k—l)"k (k+2)" = (k=1

3 3 3 3
k+2)"=(k-1D" k+2)"=(k—1" k-Dk+2)"=(k-D"k+2) *k+2)"-((k-D"
3 3 3 + 3

~_

|
'\

k

Exercice 4. (5 pts)

+o0 e—x(1+t2)

On pose F(x) = [ —
1. Montrons que F est définie et continue sur [0, +oo[ et déterminons lir}} F(x).
X—+ oo
+oo 1
F(0) = f 1+t2
0<F(x)<F(0)= % Cela prouve que F est bien définie sur [0, +oo].
Pour la continuité nous application le théoréme suivant :

dt = tlim arctant — arctan 0 = g et pour tout x > 0, e~*(1+t%) < 20 = 1 donc
— 400

Théoréme de continuité des intégrales a paramétres : Soit A une partie d'un espace normé
de dimension finie, I un intervalle de R et f une fonction définie sur A x I a valeurs dans
K. On suppose que

@ pour tout t € I, la fonction z — f(z,t) est continue sur A4;
@ pour tout z € A, la fonction ¢ — f(z,t) est continue par morceaux sur I;

@ il existe g: I — R, continue par morceaux et intégrable telle que, pour toutz € A
ettoutt e I,

|[f(z,t)] < g(2).

Alors la fonction F' : z — [} f(x,t)dt est continue sur A.

Nous avons
i o ] e—x(1+t2 ]
- Pour tout réel positif t, la fonction x — f(x,t) = est continue sur [0, +oo] ;
, . . —x(1+t%) .
- Pour tout réel positif x, la fonction t+— f(x,t) == —7— est continue par morceaux (car
continue) sur [0, +oo] ;
- Pour tout x € [0, +oo[ et tout t € [0, +oo],
—x(1+t2) e—x(1+t2) 1
x, t)| = = < .
IF G Ol 14+t2 14t 14t2

Cette derniére fonction (t — — ) est continue par morceaux et intégrable sur [0, +oo[. En effet

+t2 dt = -
Par le théoréme de continuité sous le S|gne intégrale, on conclut que F est continue sur [0, +oo.

elle est positive et f0+
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AP FO= D) e

La troisieme égalité découle de la continuité de F.

+o0 o —x(1+t?) +oo lim e *(1+t?)
- [
0

+ o0
Xt dt = f 0dt = 0.
1+t? 0

2. Montrons que F est dérivable sur ]0, +oo[ et déterminons sa dérivée.

Théoréme de dérivabilité des intégrales a parametres : Soit I, J deux intervalles de R et f
une fonction définie sur J x I a valeurs dans K. On suppose que

@ pour tout z € J, la fonction t — f(z,t) est continue par morceaux sur I et
intégrable sur I;

SR, : B s
® 7 admet une dérivée partielle é définie sur J x I;

: ) :
® pour tout z € J, la fonction t - a—i(z,t) est continue par morceaux sur I;
® pour tout ¢ € I, la fonction z %(:c,t) est continue sur J;

@ il existe g: I — R, continue par morceaux et intégrable telle que, pour tout z € J
ettoutte I,

L et

< g(t).

Alors la fonction F : z fI f(z,t)dt est de classe C* sur J et, pour tout z € J,

F'(2) = [; 2 (x,t)dt.
Nous avons

e—x(1+t?

- Pour tout x € ]0, +oo], la fonction t — f(x,t) = est continue par morceaux sur [0, +oo[

2
et intégrable (car elle positive et F est définie sur [0'1;;[) :

- f admet une dérivée partielle Z—’; définie par Z—’; (x,t) = —e*(1+t%) sur 10, +o0[ x [0, +00[ ;

- Pour tout x € ]0,+oo[, la fonction t +— Z—i(x, t) = —e~x(1+t%) gt continue par morceaux sur
[0, +oo[;

- Pourtout t € [0, +o[, la fonction x — Z—i (x,t) = —e~*(1+t%) gst continue sur ]0, +oo[ ;

- Lafonction t — e~%(1+t%) gst continue par morceaux et intégrable sur [0, +oo[ avec a > 0.
En effet elle est positive et est négligeable devant tlz au voisinage de +oo. Par ailleurs pour tout
x € [a,+oo[, tout t € [0, + o],

|g_f (x, t)| — o~ x(1+t?) < e—a(1+t?)
X
Par le théoréme de dérivation sous le signe intégrale, on conclut que F est de classe C? sur [a, +oo].

Ceci étant valable pour tout a > 0, on déduit que F est de classe C* sur ]0, +ool.
N

En intégrant F’ sur ]0, +oo[, montrons que f0+°° e t’dt = -

s \ ’ — (T —x(1+t2 — _—x [T® _ —xt?
Dlaprés 2. F'(x) = — [ e (1+t%) g = —e J, e*at
En posant u = +/xt, nous avons

e X [+ .
F'(x) = _ﬁ e “du.
0

Par suite
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([ [ e[ ) [

A la limite quand x tend vers 07,

Fo) = ([ Tetan) ([ ar).

En posant u = +/t,onadu = ﬁdt et donc

7
+00 o=t 400 ,
—dt=2j e “du.
J, w2,

T 2 e
2<f et dt> =F(0)(:>f e tdt =
0 0

Par conséquent

%
~[ 5
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